
University proceedings. Volga region. Physical and mathematical sciences. 2023;(4) 

 189 

И С Т О Р И Ч Е С К А Я  С П Р А В К А  
H I S T O R I C A L  B A C K G R O U N D  

 
УДК 501 
doi: 10.21685/2072-3040-2023-4-13 

Научные исследования на кафедре  
«Высшая и прикладная математика»  

Пензенского государственного университета (1943–2023) 
И. В. Бойков 

Пензенский государственный университет, Пенза, Россия 
boikov@pnzgu.ru 

1 
Для цитирования: Бойков И. В. Научные исследования на кафедре «Высшая и при-
кладная математика» Пензенского государственного университета (1943–2023) //  
Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические 
науки. 2023. № 4. С. 189–216. doi: 10.21685/2072-3040-2023-4-13 
 

Scientific research at the sub-department of higher and applied  
mathematics of Penza State University (1943–2023) 

I.V. Boykov 

Penza State University, Penza, Russia 
boikov@pnzgu.ru 

For citation: Boykov I.V. Scientific research at the sub-department of higher and applied  
mathematics of Penza State University (1943–2023). Izvestiya vysshikh uchebnykh 
zavedeniy. Povolzhskiy region. Fiziko-matematicheskie nauki = University proceedings. 
Volga region. Physical and mathematical sciences. 2023;(4):189–216. (In Russ.). doi: 
10.21685/2072-3040-2023-4-13 

Введение 
Кафедра «Высшая математика» (ВМ) Пензенского индустриального 

института (ее преемницей является кафедра «Высшая и прикладная матема-
тика» (ВиПМ) Пензенского государственного университета (ПГУ)) была од-
ной из первых кафедр организованного 1 ноября 1943 г. Пензенского инду-
стриального института. 

В течение последующих 80 лет научная работа на кафедре проводилась 
в следующих направлениях: 

– теория приближения (сплайны, поперечники, ε -энтропия); 
– оптимальные методы вычисления сингулярных и гиперсингулярных 

интегралов; 
– приближенные методы решения сингулярных и гиперсингулярных 

интегральных уравнений, краевых задач Римана и Гильберта); 
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– приближенные методы решения прямых и обратных задач гравираз-
ведки; 

– приближенные методы решения обратных задач математической фи-
зики; 

– методы идентификации параметров динамических систем; 
– информатика: моделирование уравнений математической физики на 

искусственных нейронных сетях, сжатие информации, криптография; 
– устойчивость решений систем дифференциальных и интегральных 

уравнений; 
– математические модели экологии, экономики, медицины; 
– прямые и обратные задачи электродинамики. 
Остановимся на каждом из этих направлений в отдельности. 

1. Теория приближения 
Первые работы по теории приближения, выполненные на кафедре, бы-

ли связаны с исследованиями д.ф.-м.н., проф. В. И. Левина [1–6]1 по асимпто-
тическому разложению некоторых классов функций. В 1950 г. В. И. Левин 
построил асимптотическое разложение ( )xζ  функции Римана (при x =1/2) 
[1], обобщив тем самым результаты С. Рамануджана. 

Следующий круг задач связан с исследованием аппроксимации функ-
ций асимптотическими полиномами – направлением, активно развиваемым 
к.ф.-м.н., доцентом И. И. Этерманом [7]2. Под асимптотическими полинома-
ми понимаются полиномы, не являющиеся полиномами наилучшего равно-
мерного приближения, но асимптотически стремящиеся к ним при возраста-
нии их степени. Построение асимптотических полиномов основано на замене 
узлов чебышевского альтернанса, которые в большинстве случаев практиче-
ски невозможно точно вычислить, узлами полиномов Чебышева первого или 
второго рода. Результаты, полученные в области теории и приложений 
асимптотических полиномов, отражены в монографиях [8, 9]3. Асимптотиче-
ские полиномы в 60–80 гг. прошлого века получили достаточно широкое 
применение при решении интегральных и дифференциальных уравнений и 
при качественном исследовании динамических систем. 

 
1 Д.ф.-м.н., профессор В. И. Левин – выпускник Берлинского высшего техни-

ческого училища, окончил аспирантуру в Кембриджском университете (ученик  
Г. Харди – одного из крупнейших математиков начала XX в.); в 1949–1951 гг. заве-
довал кафедрой «Высшая математика» Пензенского индустриального института.  
В этот период им были получены фундаментальные результаты по асимптотическо-
му разложению некоторых классов функций; написаны монографии [2, 3]. В 1950 г. 
В. И. Левин построил асимптотическое разложение ( )xζ  функции Римана (при  
x  = 1/2) [1], обобщив тем самым результаты С. Рамануджана. Позднее он опублико-
вал работы [4, 5], посвященные жизни и творчеству С. Рамануджана. Биографиче-
ский очерк о жизни и творчестве В. И. Левина опубликован в [6]. 

2 К.ф.-м.н, доцент И. И. Этерман работал на кафедре Высшая и прикладная ма-
тематика с 1956 по 1988 г., с 1956 по 1972 г. заведовал кафедрой (биографический 
очерк об И.И. Этермане опубликован в [7]). 

3 Автор монографии [9] к.ф.-м.н., доцент В. П. Грибкова в 60 г. прошлого сто-
летия была аспиранткой кафедры ВМ Пензенского индустриального института. 
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В 1970-е гг. к.т.н., доцент кафедры ВМ А. Т. Ерохин разрабатывает 
методы аппроксимации одномерных и многомерных многоэкстремальных 
функций. Полученные А. Т. Ерохиным результаты нашли применение при 
аппроксимации и сжатии геофизических полей. Цикл статей, посвященных 
этому направлению, опубликован в книге [10]. 

Следующее направление в теории приближений, разрабатываемое на 
кафедре, связано с задачами, сформулированными выдающимся советским и 
российским математиком, членом-корреспондентом АН СССР и РАН  
К. И. Бабенко. В работе [11] К. И. Бабенко сформулировал ряд задач, которые 
он считал важнейшими в вычислительной математике. В их числе были зада-
ча о вычислении поперечников класса функций ( , )rQ MΩ  и задача об асимп-
тотике решений эллиптических уравнений. Эти задачи были решены  
И. В. Бойковым [12–15]. 

Напомним определение поперечника Колмогорова. 
Определение 1 [16]. Пусть nL −  множество n -мерных линейных подпро-

странств банахова пространства .B  Выражение ( , ) inf sup inf ,n n nx XL u L
d X B x u

∈ ∈
= −   

где последний inf  берется по всем подпространствам nL  размерности ,n  
определяет n -поперечник Колмогорова. 

Напомним определение класса функций ( , )rQ MΩ . 

Определение 2 [11]. Пусть = [ 1,1] ,lΩ −  = 1,2,l   Функция 1( , )lx xϕ   
принадлежит классу ( , ),rQ MΩ  если выполнены условия 

| | 1
1 1| ( , , ) / |max

vvv l
l l

x
x x x x M

∈Ω
∂ ϕ ∂ ∂ ≤   при 0 | | ,v r≤ ≤  

| | | |1
1 1| ( , , ) / | / ( ( , ))vvv v rl

l lx x x x M d x −∂ ϕ ∂ ∂ ≤ Γ  , \x∈Ω ∂Ω  при <| | 2 1,r v r≤ +   

где 1= ( , , ),lx x x  1= ( , , ),lv v v  0,iv ≥  = 1,2, ,i l , 1| |= ,lv v v+ +  ( , )d x Γ −  
расстояние от точки x  до границы Γ  области ,Ω  вычисляемое по формуле 

1( , ) = min(| 1 |,|1 |).min i l i id x x x≤ ≤Γ − − −  
Позднее И. В. Бойковым были введены классы функций , ( , ),rQ Mγ Ω  

, ( , ),rQ Mγ Ω  , , ( , )r pQ Mγ Ω  ( = 1,2, ,1 < ),r p≤ ∞  , , ( , )r pQ Mγ Ω  ( = 1,2, ,r   

1 < ),p≤ ∞  , ( , ),rB Mγ Ω  , ( , ),rB Mγ Ω  которые являются обобщениями класса 
функций ( , ).rQ MΩ  

Приведем определения классов функций , ( , )rQ Mγ Ω  и , ( , )rB Mγ Ω . 

Определение 3 [13]. Пусть = [ 1,1] ,lΩ −  = 1,2,l   Функция 1( , )lx xϕ   
принадлежит классу , ( , ),rQ Mγ Ω  если выполнены условия 

| | 1
1| ( ) / |max

vvv l
x lx x x M∈Ω ∂ ϕ ∂ ∂ ≤  при 0 | | ,v r≤ ≤  

| | | |1
1| ( ) / | / ( ( , ))vvv v rl

lx x x M d x − −ζ∂ ϕ ∂ ∂ ≤ Γ , \x∈Ω ∂Ω  при <| | ,r v s≤   
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где = [ ] 1,s r + γ +  = [ ] ,γ γ + μ  0 < < 1,μ  = 1ζ −μ  при γ  нецелом, 
= , = 0s r + γ ζ  при γ  целом. 

Определение 4 [13]. Пусть = [ 1,1] ,lΩ −  = 1,2, ,l   = 1,2, ,r   0 < 1.γ ≤  
Функция 1( , , )lx xϕ   принадлежит классу , ( , ),rB Mγ Ω  если выполнены  
условия 

| | | | | |1
1 1| ( , , ) / | | |max

vvv v vl
x l lx x x x M v∈Ω ∂ ϕ ∂ ∂ ≤   при 0 | | ,v r≤ ≤  

| |
| | | | | | 11

1
1

( , , ) | | /( ( , ))
v

v v v rl
vv l
l

x x M v d x
x x

− − +γ∂ ϕ
≤ Γ

∂ ∂




, \x∈Ω ∂Ω  при <| | .r v ≤ ∞  

К подобным классам функций, помимо решений эллиптических урав-
нений, принадлежат решения слабосингулярных, сингулярных и гиперсингу-
лярных интегральных уравнений и ряда других уравнений математической 
физики. Кроме того, к ним принадлежат геофизические поля различной при-
роды. 

В работах [12, 13, 15] вычислены поперечники и построены оптималь-
ные методы аппроксимации классов функций , ,( , ), ( , )r rQ M B Mγ γΩ Ω  и их 
обобщений. В качестве аппарата приближения использованы локальные 
сплайны. В монографии [15] вычислена колмогоровская ε -энтропия компак-
тов, определенных на множествах функций , ,( , ), ( , )r rQ M B Mγ γΩ Ω . 

Полученные результаты по оптимальным методам аппроксимации спе-
циальных классов функций были положены в основу построения оптималь-
ных по точности методов вычисления сингулярных интегралов [17], решения 
слабосингулярных интегральных уравнений Фредгольма и Вольтерра  
[18–20]. 

На II Международном конгрессе математиков, проходившем с 6 по  
12 августа 1900 г., Д. Гильбертом был произнесен знаменитый доклад «Ма-
тематические проблемы» [21], который во многом определил развитие мате-
матики в XX в. В докладе Д. Гильберта были сформулированы 23 проблемы, 
касающиеся всех областей математики: теории множеств (континиум-
проблема), обоснования математики, геометрии, алгебры, алгебраической 
геометрии, теории чисел, математического анализа, дифференциальных 
уравнений и вариационного исчисления. 

Среди сформулированных 23 проблем 13-я проблема звучала так: дока-
зать, что уравнение 7-й степени 7 3 2 1 = 0f xf yf zf+ + + +  не разрешимо  
с помощью каких-либо непрерывных функций, зависящих только от двух ар-
гументов. 

Формулируя проблему, Д. Гильберт предполагал, что функция 
( , , )f x y z , являющаяся решением этого уравнения, не представима в виде су-

перпозиций даже непрерывных функций. Поэтому сенсационной была работа 
А. Н. Колмогорова [22], в которой он доказал, что всякая непрерывная функ-
ция n  переменных представима в виде суперпозиции непрерывных функций 
трех переменных. 
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В 1957 г. В. И. Арнольд доказал [23], что всякая непрерывная функция 
трех переменных представима в виде суперпозиций непрерывных функций 

двух переменных: 
9

=0
( , , ) = ( ( , ), ),i i

i
f x y z f x y zϕ  где все функции непрерывны. 

В том же 1957 г. А. Н. Колмогоров показал [24], что всякая непрерывная 
функция двух переменных представима суперпозициями непрерывных функ-
ций одной переменной и операцией сложения. Таким образом, А. Н. Колмо-
горов и В. И. Арнольд доказали несправедливость гипотезы Гильберта о том, 
что решение уравнения 7-й степени не представимо суперпозициями непре-
рывных функций двух переменных. 

В это же время А. Н. Колмогоров отметил [25], что, по-видимому,  
Д. Гильберт был бы прав, если бы рассматривал представление аналитиче-
ских функций многих переменных непрерывно дифференцируемыми функ-
циями меньшего числа переменных. Это замечание А. Н. Колмогорова из-
вестно как гипотеза Колмогорова [25, с. 447]: «…существуют аналитические 
функции трех переменных, не представимые суперпозициями непрерывно 
дифференцируемых функций двух переменных, и аналитические функции 
двух переменных, не представимые суперпозициями непрерывно дифферен-
цируемых функций одной переменной и сложения». 

Эта задача частично была решена А. Г. Витушкиным [26]; см. также 
[27, c. 129]. Полное решение задачи дано И. В. Бойковым [28–30]. 

2. Приближенные методы вычисления  
сингулярных и гиперсингулярных интегралов 

Одним из центральных направлений в научной деятельности кафедры 
является построение и исследование квадратурных и кубатурных формул 
вычисления регулярных, сингулярных и гиперсингулярных интегралов  
в различных постановках и на различных классах функций. 

Предварительно напомним определения сингулярных интегралов (СИ) 
и гиперсингулярных интегралов (ГИ). 

Определение 5 [31]. Главным значением по Коши особого интеграла 
( ) , < < ,

b

a

f d a c b
c
τ τ

τ −  называется предел  

0

( ) ( ) .lim
c b

a c

f fd d
c c

−η

η→ +η

 τ τ τ + τ
 τ − τ −
 
   

Приведем определение многомерных сингулярных интегралов. Через 
2E  обозначим двумерное евклидово пространство, 1 2 1 2= ( , ), = ( , )t t t τ τ τ −  

точки этого пространства,  

( )1/22 2
1 1 2 2( , ) = ( ) ( ) ,r t t tτ − τ + − τ  1 1 2 2= , .

( , ) ( , )
t t
r t r t
− τ − τ θ  τ τ 

 

Нетрудно видеть, что точка θ  пробегает окружность радиуса 1  
с центром в точке t . 



Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические науки. 2023. № 4 

 194

Пусть Ω−  область в 2.E  
Определение 6 [32]. Многомерный СИ  

1 22
( , , ) ( )= ,

( , )
f tM d d

r tΩ

θ τ ϕ τϕ τ τ
τ  ,t∈Ω   

определяется формулой  

1 220
\ ( , )

( , , ) ( )= lim ,
( , )S t

f tM d d
r t→

Ω

θ τ ϕ τϕ τ τ
τ



 ,t∈Ω  

где ( , )S t −  круг радиуса   с центром в точке .t  
Вопросы существования многомерных СИ подробно исследованы в [32]. 
Вначале остановимся на вычислении СИ с фиксированными особенно-

стями: 

 
1

1

( )= .J d
−

ϕ τϕ τ
τ   (1) 

В качестве методов вычисления используются квадратурные формулы 
(к.ф.): 

 ( )

= =0
= ( ) ( , , ),

N
l

kl k N k kl
k N l

J p t R t p
ρ

−

′ϕ ϕ + ϕ    (2) 

где 1 11 < < 0 < < 1;N Nt t t t− −− ≤ ≤ ≤ ≤   ′  означает суммирование по 
0.k ≠  

Построены асимптотически оптимальные и оптимальные по порядку 
квадратурные формулы вида (2) вычисления интегралов (1) на классах 
функций Гельдера и Соболева. 

Остановимся на построении оптимальных квадратурных формул. 
Сингулярный интеграл (1) вычисляется по к.ф. (2) при = 0ρ .  

Квадратурная формула (2) рассматривается на классе 1(1)W  при двух 
предположениях:  

а) = 1Nt− − , = 1Nt , т.е. (2) – формула типа Маркова;  
б) 1 Nt−− ≤ , 1Nt ≤ . 
Теорема 1 [33, 34]. Пусть = 0ρ . Среди всевозможных к.ф. типа 

Маркова, имеющих вид (2), оптимальной на классе 1(1),W  является формула  

1 1

=11

( ) 1 ( 1) ( 1)= 2ln
( 1) ( 1)

N

k

k k k k kd
k N N N N

−

−

    ϕ τ + + +τ ϕ −ϕ − +    τ + +    
  

 1ln [ (1) ( 1)] ( ).N
N R

N
++ ϕ − ϕ − + ϕ   (3) 



University proceedings. Volga region. Physical and mathematical sciences. 2023;(4) 

 195 

Теорема 2 [33, 34]. Пусть = 0ρ . Среди всевозможных к.ф. вида (2) с 
узлами, удовлетворяющими условию 1 11 < < 0 < << 1N Nt t t t− −− ≤ ≤ ≤ ≤  , 

оптимальной на классе 1(1)W  является к.ф.  

 
1

2 2
=11

( ) 1 ( 1) ( 1)= 2ln ( ).
( 1) ( 1)

N

N
k

k k k k kd R
k N N−

    ϕ τ + + +τ ϕ − ϕ − + ϕ       τ + +     
   (4) 

Замечание. Приведенные выше квадратурные формулы являются 
единственными известными в настоящее время оптимальными квадратурны-
ми формулами вычисления СИ. 

Рассмотрим СИ с ядром Гильберта 
2

0

1= ( )ctg ,
2 2

sF d
π σ −ϕ ϕ σ σ

π   который 

будем вычислять по к.ф. вида  

=1= ( ) ( ) ( , , ( ), )N
k k N k kkF s p s R s s p sϕ ϕ + ϕ   

с узлами 0 2ks≤ ≤ π  и весами ( )kp s , = 1,2,...,k N , и СИ с ядром Коши вида 
1

1

( )= ( ( 1,1)),dT t
t

−

ϕ τ τϕ ∈ −
τ −  который будем вычислять по к.ф. вида  

== ( ) ( ) ( , , ),N
k k N kk NT t p t R t t−ϕ ϕ + ϕ   

где 1 0 11 < < < < < < 1N Nt t t t t− −− ≤ ≤  . 
Для вычисления сингулярных интегралов с ядрами Гильберта и Коши 

построены асимптотически оптимальные и оптимальные по порядку квадра-
турные формулы на классах функций Гельдера и Соболева. 

Наряду с сингулярными интегралами асимптотически оптимальные и 
оптимальные по порядку кубатурные формулы построены для вычисления 
полисингулярных и многомерных сингулярных интегралов на классах функ-
ций Гельдера и Соболева. 

Отметим, что в [35] (см. также [34]) предложен общий метод оценки 
снизу погрешности вычислений интегралов в свертках по квадратурным и 
кубатурным формулам. Этот метод был использован для оценки снизу по-
строенных асимптотически оптимальных квадратурных и кубатурных фор-
мул вычисления сингулярных, полисингулярных и многомерных сингуляр-
ных интегралов. Этот же метод был использован при построении асимптоти-
чески оптимальных и оптимальных по порядку пассивных алгоритмов вы-
числения гиперсингулярных, полигиперсингулярных и многомерных гипер-
сингулярных интегралов. 

Были рассмотрены следующие гиперсингулярные интегралы. 
Гиперсингулярные интегралы с фиксированной особенностью: 

1

1

( )= , = 2,3, ;dI ν
−

ϕ τ τϕ ν
τ    
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1

1

( )= , = 2,3, , 0 < < 1.
| |

dF ν+α
−

ϕ τ τϕ ν α
τ   

Для вычисления интегралов Iϕ  и Fϕ  используются квадратурные 
формулы: 

 ( )

= =0
= ( ) ( , , );

N
l

kl k N kl k
k Nl

I p t R p t
ρ

−
ϕ ϕ + ϕ    

( )

= =0
= ( ) ( , , ).

N
l

kl k N kl k
k Nl

F p t R p t
ρ

−
ϕ ϕ + ϕ   

На классах функций (1)rW  и (1)r
pW , r ≥ ν , 1 < ,p≤ ∞  построены 

асимптотически оптимальные и оптимальные по порядку квадратурные фор-
мулы. 

Гиперсингулярные интегралы с переменной сингулярностью. 
Построены оптимальные по порядку квадратурные формулы вычисле-

ния интегралов вида 
2

0

( )= ,
sin 2

p
T ds

π ϕ σϕ σ
σ −  

1

1

( )= , 1 < < 1,
( ) pK d t

t−

ϕ τϕ τ −
τ −  

p −  целое число, = 2,3,p   
Построены оптимальные по порядку кубатурные формулы вычисления 

интегралов  
2 2

1 2 1 2
1 2

1 1 2 21 20 0

( , )= , , = 2,3, ,
sin sin2 2

p p

d dI p ps s

π π ϕ σ σ σ σϕ
σ − σ −    

1 2 1 2
1 21 1 2 21 2

( , )= ,
( ) ( )p p

L L

d dA
t t

ϕ τ τ τ τϕ
τ − τ −

    

где 1L  и 2L  – замкнутые гладкие Ляпуновские контуры в комплексных плос-
костях. Исследуются приближенные методы вычисления бигиперсингуляр-
ных интегралов  

1 1
1 2

1 2
1 21 1 2 21 1

( , )=
( ) ( )p pA d d

t t− −

ϕ τ τϕ τ τ
τ − τ −

    

кубатурными формулами вида  
( , )1 2 1 21 2=1 =1 =0 =0 1 21 2

= ( , ) ( , )N M i i
kli i k lk l i iA p t t x yρ ρϕ ϕ +     

1 2 1 21 2
( , ; ( , ); , ; )NM kli i k lR t t p t t x y+ ϕ  

на различных классах функций. 
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Для вычисления многомерных гиперсингулярных интегралов 
1 1

1
1 22 2 /2

11 1

( , , )= ,
( )

l
lp

l
F d d d

− −

ϕ τ τ
ϕ τ τ τ

τ + + τ 
 


 > ,p l  построены оптимальные по 

порядку кубатурные формулы на пространствах Соболева. 
При исследовании многослойных пластин [36] был найден новый вид 

гиперсингулярных интегралов 1 2
1 2

1 2

( , ) ,
( , )

G

f d dτ τ τ τ
γ τ τ  где уравнение 1 2( , ) = 0γ τ τ  

имеет корни r -го порядка, = 3,4, ,r   кривая 1 2( , ) = 0γ τ τ  расположена в об-
ласти G . Методы вычисления упомянутого выше гиперсингулярного инте-
грала изложены в [37]. 

3. Сингулярные и гиперсингулярные интегральные уравнения 
Приближенные методы решения сингулярных и гиперсингулярных ин-

тегральных (СИУ и ГИУ) уравнений являются основным направлением  
в научной работе кафедры. 

Построены и обоснованы методы коллокации и механических квадра-
тур приближенного решения следующих видов СИУ: 

– линейных: 
1 ( , ) ( )( ) ( ) = ( ),h t x da t x t f t
i t
γ

τ τ τ+
π τ −  

1

1

1 ( , ) ( )( ) ( ) = ( );h t x da t x t f t
i t
−

τ τ τ+
π τ −  

– нелинейных: 
1 ( , , ( ))( , ( )) = ( ),h t x da t x t f t
i t
γ

τ τ τ+
π τ −  

1

1

1 ( , , ( ))( , ( )) = ( ).h t x da t x t f t
i t
−

τ τ τ+
π τ −  

Здесь γ −  единичная окружность с центром в начале координат. 
Проведено обоснование методов коллокации и механических квадра-

тур, доказана сходимость метода Ньютона – Канторовича. Обоснование про-
ведено в пространстве Гельдера и в пространстве суммируемых функций. 

Результаты, полученные для СИУ, обобщены на системы сингулярных 
интегральных уравнений и на сингулярные интегродифференциальные урав-
нения. 

Построены приближенные решения методами коллокации и механиче-
ских квадратур бисингулярных интегральных уравнений:  

1 2 1 2 1 1 2 1 2 2
1 2 1 2

1 1 2 2
1 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) b t t x t d c t t x t da t t x t t
i t i t

γ γ

τ τ τ τ+ + −
π τ − π τ −   
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1 2 1 2 1 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 1 1 2 2

1 2 1 2

( , ) ( , ) ( , , , ) ( , ) = ( , ).
( )( )

d t t x d d h t t x d d f t t
t t

γ γ γ γ

τ τ τ τ− + τ τ τ τ τ τ
τ − τ −π      

Здесь iγ −  единичная окружность в плоскости комплексной перемен-
ной , = 1,2.iZ i  

Исследованы приближенные методы решения нелинейных бисингу-
лярных интегральных уравнений. 

Были построены и обоснованы вычислительные схемы методов колло-
кации и механических квадратур применительно к многомерным СИУ: 

2
( , ) ( )( ) ( ) = ( ),
( ( , ))G

t x da t x t f t
r t

ϕ θ τ τ+
τ  

где 1 2= ( , ),t t t  1 2= ( , ),τ τ τ  2 2 1/2
1 1 2 2( , ) = (( ) ( ) ) ,r t t tτ − τ + − τ  = ( ) / ( , ),t r tθ − τ τ  

G −  область в 2.R  
Наряду с линейными исследованы приближенные методы решения не-

линейных многомерных СИУ: 

2
( , , ( ))( , ( )) = ( ).
( ( , ))G

t x da t x t f t
r t

ϕ θ τ τ+
τ  

Полученные результаты подытожены в монографии [19], в которой 
приведена подробная библиография. 

Отметим исследования условий разрешимости вырожденных СИУ вида  

( ) ( )( ) ( ) ( , ) ( ) = ( ),
L L

b t x da t x t h t x d f t
i t

τ τ+ + τ τ τ
π τ −   

у которых 2 2( ) ( ) 0,a t b t− ≡  .t L∈  
Построены и обоснованы сплайн-коллокационные методы решения ги-

персингулярных интегральных уравнений  
1 1

1 1

( )( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) = ( );
( ) p
x da t x t b t h t x d f t

t− −

τ τ+ + τ τ τ
τ −   

1 1
1 2 1 2

1 2 1 2 1 2
1 21 1 2 21 1

( , )( , ) ( , ) ( , )
( ) ( )p p

x d da t t x t t b t t
t t− −

τ τ τ τ+ +
τ − τ −

   

1 1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 1

( , , , ) ( , ) = ( , );h t t x d d f t t
− −

+ τ τ τ τ τ τ   

1 1
1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 2 2 /2
1 1 2 21 1

( , )( , ) ( , ) ( , )
(( ) ( ) ) p

x d da t t x t t b t t
t t− −

τ τ τ τ+ +
τ − + τ −   
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1 1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
1 1

( , , , ) ( , ) = ( , )h t t x d d f t t
− −

+ τ τ τ τ τ τ   

при различных условиях, налагаемых на коэффициенты и ядра уравнений. 
Построены проекционные методы решения нелинейных гиперсингу-

лярных интегральных уравнений. 
Обзоры полученных результатов содержатся в работах [38–40]. 

4. Теория устойчивости движения 
Одним из научных направлений, активно развивающимся на кафедре, 

является устойчивость и стабилизация движения. Исследовалась устойчи-
вость и асимптотическая устойчивость: 

– систем обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ): 

( ) = ( , ( )),dx t a t x t
dt

 

где  

1 2( )=( ( ), ( ), , ( )) ,T
nx t x t x t x t  1 2( , ( )) = ( ( , ( )), ( , ( )), , ( , ( ))) ;T

na t x t a t x t a t x t a t x t  

– систем линейных ОДУ с запаздываниями, зависящими от времени: 

=1 =1

( ) = ( ) ( ) ( ) ( ( )),
n n

i
ij j ij j ij

j j

dx t a t x t b t x t h t
dt

+ −   = 1,2,..., ,i n  

с начальными условиями ( ) = ( ), = 1,2,..., ,i ix t t i nη  где ( ),ija t  ( ),ijb t  

, = 1,2,..., ,i j n  – непрерывные функции; ( )ijh t −  непрерывные функции, удо-

влетворяющие следующим условиям: *
*0 < ( ) ,ij ij ijh h h t H H≤ ≤ ≤ ≤  

, = 1,2,..., ,i j n  при 0 <t≤ ∞ , ( ),i tη  = 1,2,..., ,i n  – непрерывные функции при 
* 0H t− ≤ ≤ ; 

– систем нелинейных ОДУ с запаздываниями, зависящими от времени: 

1 1 1
( ) = ( , ( ),..., ( )) ( , ( ( )),..., ( ( ))), = 1,2,..., ,i

i n i i n in
dx t a t x t x t b t x t h t x t h t i n

dt
+ − −  

с начальными условиями ( ) = ( ), = 1,2,..., ,i ix t t i nη  где функции 1( , , , ),i na t x x  

1( , , , ),i nb t x x  = 1,2,..., ,i n  непрерывны по первой переменной и имеют част-
ные производные по остальным переменным, удовлетворяющие условию 
Липшица; ( )ijh t −  непрерывные функции, удовлетворяющие следующим 

условиям: *
*0 < ( ) ,ij ij ijh h h t H H≤ ≤ ≤ ≤  , = 1,2,..., ,i j n  при 0 < ,t≤ ∞  ( ),i tη  

= 1,2,..., ,i n  – непрерывные функции;  
– системы линейных и нелинейных параболических уравнений. 
Рассматривались: 
– системы линейных параболических уравнений: 
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2 2 2
1 2 1 1 2 1 1 2 2 1 2

1 2 32 2 2
1 2 1

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )= ( ) ( ) ( )i
i i i

u t x x u t x x u t x x u t x xa t a t a t
t x x x

∂ ∂ ∂ ∂+ + +
∂ ∂ ∂ ∂

 

2
2 1 2

4 5 1 1 2 6 2 1 22
2

( , , )( ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , )i i i
u t x xa t a t u t x x a t u t x x

x
∂+ + + +

∂
 

2 2
1 1 1 2 1 1 1 2

1 22 2
1 2

( ( ), , ) ( ( ), , )( ) ( )i i
u t t x x u t t x xb t b t

x x
∂ − η ∂ − η+ + +

∂ ∂
 

2 2
2 2 1 2 2 2 1 2

3 42 2
1 2

( ( ), , ) ( ( ), , )( ) ( )i i
u t t x x u t t x xb t b t

x x
∂ − η ∂ − η+ + +

∂ ∂
 

5 1 1 1 2 6 2 2 1 2( ) ( ( ), , ) ( ) ( ( ), , ),i ib t u t t x x b t u t t x x+ −η + −η  = 1,2;i  

– системы линейных параболических уравнений с запаздываниями, за-
висящими от времени: 

2 2 2 2
1 1 2 2

1 2 3 42 2 2 2
1 2 1 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )= ( ) ( ) ( ) ( )i
i i i i

u t x u t x u t x u t x u t xa t a t a t a t
t x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

2
1 1 1 2 2

5 1 6 2 1 2
1

( , ( ), ( ))( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )i i i
u t x t x ta t u t x a t u t x b t

x
∂ − η −η+ + + + +

∂
 

2 2
1 1 1 2 2 2 1 1 2 2

2 32 2
2 1

( , ( ), ( )) ( , ( ), ( ))( ) ( )i i
u t x t x t u t x t x tb t b t

x x
∂ − η −η ∂ −η −η+ + +

∂ ∂
 

2
2 1 1 2 2

4 5 1 1 1 2 22
2

( , ( ), ( ))( ) ( ) ( , ( ), ( ))i i
u t x t x tb t b t u t x t x t

x
∂ − η −η+ + − η −η +

∂
 

6 2 1 1 2 2( ) ( , ( ), ( )),ib t u t x t x t+ −η −η  = 1,2,i  
при начальных значениях (0, ) = ( ),i iu x xϕ  =1,2,i  1 2= ( , ),x x x  

1 2< , < ;x x−∞ ∞   
– системы нелинейных параболических уравнений с запаздываниями, 

зависящими от времени,  
2 2 2

1 2 1 1 2 1 1 2 2 1 2
1 2 32 2 2

1 2 1

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )= ( ) ( ) ( )i
i i i

u t x x u t x x u t x x u t x xa t a t a t
t x x x

∂ ∂ ∂ ∂+ + +
∂ ∂ ∂ ∂

 

2 2
2 1 2 1 1 1 2

4 5 1 1 2 2 1 2 12 2
2 1

( , , ) ( ( ), , )( ) ( , ( , , ), ( , , )) ( )i i i
u t x x u t t x xa t a t u t x x u t x x b t

x x
∂ ∂ − η+ + + +

∂ ∂
 

2 2 2
1 1 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2

2 3 42 2 2
2 1 2

( ( ), , ) ( ( ), , ) ( ( ), , )( ) ( ) ( )i i i
u t t x x u t t x x u t t x xb t b t b t

x x x
∂ − η ∂ − η ∂ − η+ + + +

∂ ∂ ∂
 

5 1 1 1 2 2 2 1 2( , ( ( ), , ), ( ( ), , ),ib t u t t x x u t t x x+ −η −η  = 1,2,i  
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с начальными значениями 1 2 1 2( , , ) = ( , , ),i iu t x x t x xϕ  = 1,2,i  0 0[ , ],t t H t∈ −  

1 2< , < .x x−∞ ∞  
Кроме приведенных выше уравнений, исследована устойчивость реше-

ний систем дифференциальных уравнений с малым параметром при старшей 
производной [41], устойчивость по Тьюрингу систем дифференциальных урав-
нений с дробными производными [42], а также устойчивость решений систем 
ОДУ и систем параболических уравнений с дробными производными [43]. 

В основу исследований положено обобщение первого метода Ляпунова, 
заключающееся в построении семейства линеаризованных операторов. До-
статочные условия устойчивости решений дифференциальных уравнений по-
лучены в результате исследования норм и логарифмических норм операто-
ров, входящих в эти семейства. Этот метод положен также в основу исследо-
ваний по стабилизации движения. С использованием данного подхода  
И. В. Бойковым была решена проблема Брокетта [44]. Отличительной осо-
бенностью полученных достаточных условий устойчивости решений систем 
ОДУ и систем уравнений в частных производных является то, что они одно-
временно охватывают как регулярный, так и всевозможные критические слу-
чаи. Подробное изложение результатов, полученных на кафедре ВиПМ  
в этом направлении до 2007 г., содержится в монографии И. В. Бойкова [45].  
С более поздними результатами можно познакомиться по публикациям [42, 
46–48], в которых содержится достаточно подробная библиография. 

Информатика 

В 50–80 гг. прошлого столетия Пенза была одним из центров вычисли-
тельной техники в СССР. В Пензенском научно-исследовательском институ-
те математических машин разрабатывалась серия знаменитых «Уралов», ве-
лись работы по разработке аналоговых вычислительных машин и аналого-
цифровых комплексов. Кафедра ВМ принимала участие в исследованиях по 
этой тематике. В 1957 г. была издана книга И. И. Этермана [49] – одна из 
первых в мире публикаций, посвященных конструкции аналоговых вычисли-
тельных машин и методам решения систем алгебраических и дифференци-
альных уравнений на этих машинах, она была переведена на немецкий и ан-
глийский языки. В 2005 г. в связи с возродившимся интересом к аналоговой 
вычислительной технике книга была переиздана на английском языке [50]. 

В период с 1958 по 1960 г. на кафедре работал Б. А. Трахтенброт1, один 
из основоположников теоретической информатики в СССР, выдающийся 
специалист по дискретной математике и теории автоматов. В период работы 
на кафедре Б. А. Трахтенброт вместе с Н. Е. Кобринским организовал город-
ской семинар по теории автоматов. В этот же период ими была написана пер-
вая в СССР книга по теории автоматов [52]. 

В настоящее время на кафедре исследуется устойчивость нейронных 
сетей с различной топологией [45, 47, 53] и разрабатываются методы реше-

 
1 Д.ф.-м.н., профессор Б. А. Трахтенброт работал на кафедре ВМ с 1958 по 

1960 г. В 1960 г., после создания в Новосибирске Академгородка, Б. А. Трахтенброт 
вместе с рядом своих пензенских учеников уехал в Новосибирск, где создал крупную 
научную школу по теории автоматов. Еще одну школу он создал в Израиле, куда пе-
реехал в 1980 г. (Биографический очерк о Б. А. Трахтенброте опубликован в [51].) 
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ния уравнений математической физики на нейронных сетях Хопфилда  
[54–56]. 

В период с 1993 по 2006 г. на кафедре проводились исследования оп-
тимальных по надежности схем, составленных из ненадежных элементов. Это 
направление исследований, восходящее к Джону фон Нейману, было чрезвы-
чайно актуально на заре компьютерной эпохи, когда вычислительные маши-
ны строились из очень ненадежных элементов, но не потеряло актуальности 
и в настоящее время. Данное направление развивала д.ф.-м.н., профессор 
М. А. Алехина1 [57]. 

В настоящее время на кафедре проводит исследования по сжатию ин-
формации и по криптографии, привлекая к ним бакалавров и магистрантов, 
к.ф.-м.н., доцент Ю. Ф. Захарова [58, 59]. 

5. Численные методы геофизики 
Исследования в области геофизики проводятся в следующих направле-

ниях: 
а) оптимальные методы аппроксимации геофизических полей; 
б) оптимальные методы решения прямой задачи гравиразведки; 
в) приближенные методы решения обратной задачи гравиразведки;  
г) оптимальные методы трансформации потенциальных полей. 
В цикле работ И. В. Бойкова и А. И. Бойковой [60–62] исследована 

гладкость потенциальных полей различной природы. Показано, что потен-
циальные поля различного происхождения описываются классами функций, 
подобными классам , ,,r rQ Bγ γ . Построены оптимальные по порядку по точ-
ности методы аппроксимации этих полей. Эти исследования подытожены в 
книге [63]. 

В цикле работ (И. В. Бойков, А. И. Бойкова, М. В. Кравченко,  
В. И. Крючко, Н. Ю. Кудряшова, А. В. Филиппов) исследовалась гладкость 
сопряженных функций, представимых сингулярными интегралами и много-
мерными интегралами типа Коши. Построены оптимальные методы аппрок-
симации сопряженных функций. Аналогичные исследования проведены для 
тепловых полей [64]. 

Большой цикл работ (И. В. Бойков, А. И. Бойкова, М. В. Кравченко,  
В. И. Крючко, Н. Ю. Кудряшова, Н. В. Мойко, В. А. Рязанцев, А. В. Филип-
пов, В. Е. Щукина) посвящен решению обратных задач логарифмического и 
ньютоновского потенциала в линейной и нелинейной постановках. В этот 
цикл также входят работы по аналитическому продолжению гравитационных 
и лапласовых полей. Частично эти исследования отражены в книге [63]. 

В работе [65] предложена новая постановка обратных задач логариф-
мического и ньютоновского потенциала, заключающаяся в том, что в контакт-
ных задачах одновременно определяются граница аномального тела, его плот-
ность и глубина залегания. Построены аналитические и численные методы ре-
шения этой задачи для логарифмического и ньютоновского потенциалов. 

 
1 Д.ф.-м.н., профессор М. А. Алехина в период с 1993 по 2004 г. работала на 

кафедре ВиПМ. В настоящее время – профессор кафедры «Математика» в Пензен-
ском государственном технологическом университете. 
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6. Обратные задачи математической физики 
Наряду с обратными задачами гравиразведки на кафедре проводятся 

исследования обратных задач математической физики. Особое внимание уде-
ляется обратным коэффициентным задачам для параболических уравнений 
[66]. Построены численные методы решения обратных задач теплопроводно-
сти [67], восстановления граничных и начальных условий для ряда линейных и 
нелинейных граничных и начальных задач для параболических уравнений [68]. 

7. Математические модели биологии, экологии и экономики 
7.1. Математические модели иммунологии 

В последние десятилетия еще одним направлением научной работы ка-
федры стало построение и исследование математических моделей биологии, 
экологии и экономики. Основное внимание при этом уделяется математиче-
ским моделям иммунологии. 

В монографии Г. И. Марчука [69] предложен и исследован ряд моделей 
поведения иммунной системы при различных внешних воздействиях. 

Базовая (или так называется простейшая) модель иммунологии описы-
вается системой дифференциальных уравнений  

 

*

( ) = ( ( )) ( ),

( ) = ( ) ( ) ( ) ( ( ) ),

( ) = ( ) ( ( )) ( ),

= ( ) ( ),

c

f

m

dV t F t V t
dt

dC t m V t F t C t C
dt

dF t C t V t F t
dt

dm V t m t
dt

β − γ

ξ α − τ − τ −μ −

ρ − μ + ηγ

σ −μ

  (5) 

где ( )V t  – концентрация патогенных размножающихся антигенов; ( )F t  – 
концентрация антител; ( )C t  – концентрация плазматических клеток; ( )m t  – 
относительная характеристика пораженного органа; коэффициенты и кон-
станты β , γ , ( )mξ , cμ , *C , τ , α , mμ , σ , ρ , fμ , η  неотрицательные. 

Система (5) исследуется при различных начальных условиях и, в зави-
симости от начальных условий, имеет различные стационарные решения. 
Одним из них является стационарное решение, описывающее состояние здо-
рового организма:  

 * * *
0 0 0 0( ) = 0, ( ) = , ( ) = = / , ( ) = 0.fV t C t C F t F C m tρ μ   (6) 

Другие стационарные решения зависят от начальных условий. 
Устойчивость начальной задачи (5), (6) методом линеаризации была 

исследована в [69]. Было показано, что все малые возмущения стационарного 
решения задачи Коши (5), (6) при выполнении условия *< Fβ γ  с течением 
времени стремятся к нулю, т.е. стационарное решение асимптотически 
устойчиво. 
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Помимо базовой модели иммунологии Г. И. Марчуком [69] были пред-
ложены и исследованы математические модели иммунного ответа на бакте-
риальные и вирусные заражения. 

В цикле работ И. В. Бойкова, Ю. Ф. Захаровой, А. А. Дмитриевой  
[70–72] предложены обобщения базисной модели иммунологии и моделей 
протекания вирусных и бактериальных заболеваний, которые заключаются  
в следующем: 

а) в уравнения введены логистические слагаемые, учитывающие «кон-
куренцию» антител (антигенов) между собой; 

б) параметры моделей зависят от времени. 
Исследована устойчивость и асимптотическая устойчивость рассматри-

ваемых математических моделей. Исследовано влияние различных терапий 
на динамику процессов в иммунной системе. 

7.2. Математические модели развивающихся систем 
Большой класс задач экономики, экологии, медицины и ряда других  

областей описывается моделями развивающихся систем, введенными  
В. М. Глушковым и подробно описанными в [73]. Основным аппаратом мо-
делирования развивающихся систем являются системы нелинейных уравне-
ний Вольтерра. 

Двухпродуктовая модель развивающихся систем описывается системой 
нелинейных интегральных уравнений Вольтерра: 

( )

( ) ( , ) ( ) ( ) = 0,
t

y t

x t h t g x d− τ τ τ τ  

 
( )

( , )[1 ( )] ( ) = ( ),
t
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Наряду с двухпродуктовыми также рассматриваются n-продуктовые 

модели развивающихся систем, которые описываются нелинейными систе-
мами = 1n r p+ +  уравнений вида  
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где в качестве неизвестных выступают функции ( ), = 1, ;ix t i r  ( ), = 1,iy t i p  и 
( );y t  00 ,t t T≤ ≤ ≤  ( ) < ,y t t  0( ) ( ) = 0;y t y t≥  0( ) = ( ), [0, ]i ix t t t tϕ ∈  – заданная 

предыстория. 
Интегральные уравнения вида (7), (8) имеют многочисленные прило-

жения и необходимость разработки численных методов их решения неодно-
кратно подчеркивалась в литературе (см., например [74]). 

В работе [75] построен приближенный метод решения системы (7) на 
отрезке 0[ , ]t T . Система представлена в виде  

 

1
( )

2
( )

( ( ), ( )) ( ) ( , ) ( ) = 0,

( ( ), ( )) ( ) ( , ) ( ) = 0,

t

y t
t

y t

P x t y t x t H t x d

P x t y t f t K t x d

≡ − τ τ τ

≡ − τ τ τ




 00 < ,t t T≤ ≤   (9) 

или в операторной форме: 

 1 2( ) = ( ( ), ( )) = 0, = ( ( ), ( )).P X P X P X X x t y t   (10) 

Здесь ( , ) = ( , ) ( ),H t h t gτ τ τ  ( , ) = ( , )[1 ( )],K t k t gτ τ − τ  причем функции 
( , )H t τ  и ( , )K t τ  полагаются равными нулю при 0[ , ].t Tτ∉  

Для приближенного решения уравнения (10) построен итерационно-
проекционный метод. Система интегральных уравнений (10) по технологии 
метода механических квадратур аппроксимируется системой нелинейных ал-
гебраических уравнений. При ряде условий доказывается разрешимость ап-
проксимирующей системы и оценивается погрешность. Решение находится 
модифицированным методом Ньютона – Канторовича. Построены и обосно-
ваны приближенные методы решения n-продуктовых моделей. 

Это исследование продолжено в работе [76], в которой предложен про-
екционный метод решения двухпродуктовой модели. 

Исследования развивающихся систем стимулировали развитие на ка-
федре направления по построению численных методов решения интеграль-
ных уравнений Вольтерра. В цикле работ к.ф.-м.н., доцента А. Н. Тынды по-
строены приближенные методы решения линейных и нелинейных интеграль-
ных уравнений Вольтерра с различными характеристиками ядер [77, 78]. 

8. Идентификация параметров динамических систем 
Рассматриваются динамические системы, описываемые линейными и 

нелинейными интегральными уравнениями в свертках, интегральными урав-
нениями Фредгольма и Вольтерра, системами обыкновенных дифференци-
альных уравнений, системами уравнений в частных производных. Рассматри-
ваются ОДУ и уравнения в частных производных с дробными производными. 
Задача параметрической идентификации динамических систем заключается в 
определении параметров рассматриваемых систем по одному или нескольким 
тестовым сигналам. Для каждого вида динамических систем построены и 
обоснованы численные методы определения их параметров. Алгоритмы па-
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раметрической идентификации основаны на одном достаточно общем подхо-
де, являющемся некоторым обобщением операционного исчисления. 

Методами краевой задачи Римана и сингулярных интегральных урав-
нений решена задача одновременного определения входного сигнала и аппа-
ратной (передаточной) функции. Результаты, полученные в этом направле-
нии, опубликованы в циклах статей И. В. Бойкова, И. В. Бойкова и Т. В. Черу-
шевой; И. В. Бойкова и Н. П. Кривулина. Обзор полученных в данном направ-
лении результатов приведен в книге И. В. Бойкова и Н. П. Кривулина [79]. 

Помимо этих направлений, отметим работы по биометрической голо-
совой идентификации человека [80]. 

9. Прямые и обратные задачи электродинамики 
С 1987 по 2002 г. на кафедре, под руководством д.ф.-м.н., профессора 

Ю. Г. Смирнова1, проводились исследования по прямым и обратным задачам 
рассеяния волн на поверхностях с различной топологией [81–84]. Методами 
многомерных сингулярных интегральных уравнений исследовались вопросы 
существования и единственности решений задач дифракции, для получения 
решений разрабатывались численные методы, в частности, проекционные ме-
тоды типа Галеркина. 

В настоящее время на кафедре ведутся исследования по численным ме-
тодам моделирования антенн, в частности, по применению гиперсингуляр-
ных интегральных уравнений к моделированию фрактальных антенн [85, 86]. 

Эти исследования являются продолжением работ, начатых к.т.н.,  
доцентом Е. Г. Романовой по численному моделированию задач электроди-
намики сингулярными интегральными уравнениями [87] и к.т.н., доцентом  
Д. В. Тарасовым по исследованию электрических вибраторов [88]. 

Дополнения 
Несколько особняком от основных направлений научных исследований 

на кафедре стоят работы к.ф.-м.н., доцента И. И. Рябцева, работавшего на ка-
федре в 50–60-е гг. прошлого столетия. И. И. Рябцев развивал оригинальное 
операционное исчисление, возникшее на стыке теории обобщенных функций 
(распределений) и алгебраического операционного исчисления. Полученные 
результаты были подытожены в его монографии [89]. 

Заключение 
В статье представлены основные направления научной работы кафедры 

«Высшая и прикладная математика» за 80 лет с ее основания. Начиная  
с 1991 г. исследования проводились в рамках научной школы «Аналитиче-
ские и численные методы решения задач математической физики» (организа-
тор и научный руководитель школы – д.ф.-м.н., профессор И. В. Бойков).  
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